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Аннотация 
Актуальность и цели. Интерес к науке о диссипативном туннелировании  

в последние годы заметно возрос в связи с развитием технологии нанострук-
тур, а также широким использованием в исследованиях свойств наноструктур 
атомного силового и сканирующего туннельного микроскопа. Актуальность 
этих исследований с прикладной точки зрения связана с перспективами разра-
ботки элементной базы квантовых компьютеров, лазеров на примесных пере-
ходах, фотоприемников с управляемыми характеристиками и т.д. С фундамен-
тальной точки зрения представляют интерес исследования таких нелинейных 
туннельных эффектов, как двумерные туннельные бифуркации, квантовые би-
ения, стохатизация режима туннелирования и др. Целью настоящей работы 
является теоретическое исследование влияния двух локальных фононных мод 
на 1D- и 2D-диссипативное туннелирование в условиях внешнего электриче-
ского поля при конечной температуре в системе совмещенного атомного си-
лового и сканирующего туннельного микроскопа для туннельно связанных 
квантовых точек, а также сравнение полученных теоретических результатов  
с данными эксперимента. 

Материалы и методы. Расчет полевой зависимости вероятности 1D- и 2D-
диссипативного туннелирования выполнен для модельного осцилляторного 
потенциала с учетом взаимодействия с одной и двумя локальными фононными 
модами среды-термостата в рамках квазиклассического приближения методом 
инстантонов. Проводится качественное сравнение полученных полевых зави-
симостей с экспериментальными туннельными вольт-амперными характери-
стиками для полупроводниковых квантовых точек из InAs, а также для кван-
товых точек из коллоидного золота на начальном этапе их формирования. 

Результаты. Теоретически выявлен режим осциллирующего одномерного 
диссипативного туннелирования с учетом влияния двух локальных фононных 
мод диэлектрической матрицы, качественно объясняющий отдельные экспе-
риментальные туннельные вольт-амперные характеристики для квантовых то-
чек InAs/ GaAs с неэквидистантными и немонотонными по амплитуде  харак-
терными пиками. Показано, что в режиме синхронного параллельного перено-
са туннелирующих частиц с иглы кантилевера в квантовую точку наличие 
двух локальных фононных мод приводит к появлению двух устойчивых пиков 
на полевой зависимости вероятности двумерного диссипативного туннелиро-
вания. Проведено качественное сравнение теоретической кривой в пределе 
слабой диссипации с экспериментальной туннельной вольт-амперной характе-
ристикой для растущих квантовых точек из коллоидного золота под иглой 
кантилевера на начальном этапе формирования, когда размер квантовых точек 
не превышает 10 нм. Установлено, что на температурной зависимости вероят-
ности двумерного диссипативного туннелирования один из двух устойчивых 
пиков, соответствующих взаимодействию туннелирующих частиц с двумя ло-
кальными фононными модами, может расщепляться на два, что может быть 
связано с механизмом интерференции каналов туннелирования. Найдено, что 
вблизи точки бифуркации реализуется теоретически предсказанный и экспе-
риментально наблюдаемый режим квантовых биений. 
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Выводы. Параметры диссипативного туннелирования (частоты локальных 
фононных мод, коэффициенты взаимодействия туннелирующей частицы  
с этими фононными модами) наряду с температурой и напряженностью внеш-
него электрического поля позволяют эффективно управлять туннельным 
транспортом в квантовых точках под иглой кантилевера совмещенного атом-
ного силового и сканирующего туннельного микроскопа.  

Ключевые слова: квантовая точка, квазиклассическое приближение, ме-
тод инстантонов, диссипативное туннелирование, электрическое поле, атом-
ный силовой и сканирующий туннельный микроскоп. 
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EFFECTS OF DISSIPATIVE TUNNELING:  
THEORY AND COMPARISON WITH AN EXPERIMENT 

 
Abstract. 
Background. The interest in the dissipative tunneling theory in recent years has 

significantly increased because of the nanostructures technology development, as 
well as because of the wide usage in scientific research of properties of nanostruc-
ture atomic force and scanning tunneling microscopes. The relevance of these stud-
ies from the practical point of view is associated with development prospects of the 
element base for quantum computers, for lasers, based on impurity transitions, for 
photodetectors with controlled characteristics, etc. From a fundamental point of 
view, researching of such nonlinear tunneling effects, as two-dimensional tunnel bi-
furcations, quantum beats, stochastization in tunneling transfer etc, are of great in-
terest. The aim of this work is to theoretically study the influence of two local pho-
non modes on 1D- and 2D - dissipative tunneling under an external electric field at 
the finite temperature in the system of combined atomic force and scanning tunnel-
ing microscopes for tunnel-coupled quantum dots, as well as to compare the theoret-
ical results with the experimental data. 

Materials and methods. Calculations of the field dependence for the 1D and 2D - 
dissipative tunneling probability were carried out for the model oscillator potential, 
taking into account the interaction with one or two local phonon modes of the wide-
band matrix within the semiclassical instanton approximation. A qualitative compar-
ison of the obtained theoretical field dependence in the dissipative tunnel probability 
with experimental tunnel current-voltage characteristics for semiconductor quantum 
dots of InAs, as well as for quantum dots of colloidal gold at the initial stage of their 
formation, were also fulfilled. 

Results. The authors have theoretically identified a regime of oscillating one-
dimensional dissipative tunneling, taking into account the influence of two local 
phonon modes of the dielectric matrix that gives qualitative explanation of some ex-
perimental tunnel current-voltage characteristics for quantum dots of InAs / GaAs 
with the nonequidistant and non-monotonic amplitude characteristic peaks. It is 
shown that in the mode of synchronous parallel tunnel transfer from a cantilever tip 
to a quantum dot the presence of two local phonon modes leads to appearance of 
two stable peaks on the field dependence of the two-dimensional dissipative tunnel-
ing probability. A qualitative comparison of the theoretical curve in the weak dissi-
pation limit with the experimental tunnel current - voltage characteristics was car-
ried out for growing quantum dots of colloidal gold under a cantilever tip at the ini-
tial stage of its formation, when the size of quantum dots did not exceed 10 nm. It 
has found that on the temperature dependence of the two-dimensional dissipative 
tunneling probability one of two stable peaks, corresponding to interaction of tun-
neling particles with two local phonon modes, can be splitted into two that may be 
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realized due to the interference mechanism for tunnel channels. It has been discov-
ered that near the bifurcation point the theoretically predicted and experimentally 
observed quantum-beat mode regime can be realized. 

Conclusions. Dissipative tunneling parameters (frequencies of local phonon 
modes, coefficients of the tunnel particle interaction with these phonon modes) as 
also the temperature and the intensity of an external electric field can effectively 
manage the tunnel transport in quantum dots under a cantilever tip of the combined 
atomic force and scanning tunneling microscopes. 

Key words: quantum dot, quasiclassical approximation, instanton method, dissi-
pative tunneling, electric field, atomic force and scanning tunnel microscopes.  

Введение 

Теория квантового туннелирования с диссипацией получила развитие  
в пионерских работах Э. Дж. Леггета, П. Волыниса, Я. Аффлека, А. И. Лар-
кина, Ю. Н. Овчинникова и других применительно к системам с контактами 
Джозефсона [1]. В рамках квазиклассического приближения и метода инстан-
тонов, используя модельный потенциал кубической параболы, удалось полу-
чить аналитические результаты для вероятности туннелирования при конеч-
ной температуре с учетом взаимодействия с осцилляторами среды с точно-
стью до предэкспоненциального фактора в пределах слабой и сильной дисси-
пации с учетом надбарьерных переходов и переходов вблизи верхушки барь-
ера. В работе Ю. Н. Овчинникова и Б. И. Ивлева для двумерных систем взаи-
модействующих контактов Джозефсона впервые был теоретически предска-
зан эффект туннельных бифуркаций [1], который не удалось эксперимен-
тально наблюдать из-за шумов в окрестности точки бифуркации. Позднее эта 
теория была развита для описания кинетики 1D- и 2D-низкотемпературных 
химических реакций как туннельных систем с диссипацией [1, 2], при этом 
также удалось впервые получить аналитические результаты для модельного 
двухъямного осцилляторного потенциала при конечной температуре в преде-
лах слабой и сильной диссипации. Эффект 2D-бифуркаций удалось обобщить 
на случай антипараллельного переноса, реализуемого в системах типа пор-
фиринов. И хотя он оказался неустойчивым, его удалось экспериментально 
наблюдать в виде излома на температурной зависимости соответствующей 
скорости химической реакции антипараллельного переноса протонов для 
двумерной структуры порфиринов [1, 3]. В более поздних работах А. А. Ов-
чинникова, Ю. И. Дахновского, М. Б. Семенова, В. Д. Кревчика устойчивый 
эффект 2D-бифуркаций был предсказан для двумерного параллельного пере-
носа в модельном двухъямном осцилляторном потенциале [3], который не ре-
ализуется в квантовой химии. Впервые наука о квантовом туннелировании  
с диссипацией применительно к туннельно-связанным наноструктурам полу-
чила развитие в работах В. Д. Кревчика, М. Б. Семенова и др. [1, 3–10]. Экс-
перимент, выполненный в лаборатории зондовой микроскопии Нижегород-
ского государственного университета им. Н. И. Лобачевского, с квантовыми 
точками (КТ) из коллоидного золота размером до 5 нм в системе совмещен-
ного атомного силового и сканирующего туннельного микроскопа (АСМ/ 
СТМ) с платинированной иглой кантилевера радиусом около 40 нм, имею-
щей наноразмерные выступы, позволил выявить на отдельных туннельных 
вольт-амперных характеристиках (ВАХ) (при одной из полярностей) резкий 
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излом. Этот излом удалось качественно сопоставить с точкой 2D-бифурка-
ции, т.е. точкой смены режима двумерного туннельного переноса с синхрон-
ного на асинхронный, на теоретической полевой зависимости вероятности 
2D-диссипативного туннельного параллельного переноса в модельном двухъ-
ямном осцилляторном потенциале во внешнем электрическом поле при ко-
нечной температуре в пределе слабой диссипации (в пренебрежении взаимо-
действием с локальными фононными модами матрицы) [1, 6].  

Среди экспериментально подтвержденных ранее эффектов диссипатив-
ного туннелирования – наблюдаемый единичный пик при одной из полярно-
стей внешнего электрического поля в системе АСМ/ СТМ на туннельных 
ВАХ для КТ из циркония и коллоидного золота, что качественно отвечает 
единичному пику на полевой зависимости вероятности 1D-диссипативного 
туннелирования в пределе слабой диссипации (без учета влияния локаль-
ных фононных мод матрицы). Наличие одной локальной фононной моды 
приводит к тому, что упомянутый пик, отвечающий случаю симметричного 
двухъямного осцилляторного потенциала при определенном значении 
напряженности внешнего электрического поля, становится неустойчивым. 
Однако появляется дополнительный устойчивый пик, отвечающий взаимо-
действию с выделенной осцилляторной фононной модой [5]. В рамках рас-
смотренных ранее теоретических моделей 1D- и 2D-диссипативного тунне-
лирования с учетом влияния одной локальной фононной моды не удалось 
качественно объяснить ряд полученных экспериментальных ВАХ для полу-
проводниковых КТ. 

Целью настоящей работы является теоретическое исследование влия-
ния двух локальных фононных мод на 1D- и 2D-диссипативное туннелирова-
ние в условиях внешнего электрического поля при конечной температуре  
в системе совмещенного атомного силового и сканирующего туннельного 
микроскопа для туннельно связанных КТ. В том числе теоретически изучает-
ся влияние двух промотирующих фононных мод на режимы двумерных тун-
нельных бифуркаций и квантовых биений. Проводится качественное сравне-
ние полученных полевых зависимостей вероятности 2D-диссипативного тун-
нелирования в пределе слабой диссипации (малые коэффициенты взаимодей-
ствия туннелирующих частиц с двумя локальными фононными модами)  
с имеющимися экспериментальными туннельными ВАХ для растущих КТ из 
коллоидного золота на начальном этапе их формирования (когда размер КТ 
не превышает 10 нм). 

В случае учета влияния двух локальных фононных мод на вероятность 
1D-диссипативного туннелирования с точностью до предэкспоненциального 
фактора удалось выявить осциллирующий туннельный режим, который поз-
волил качественно объяснить отдельные экспериментальные туннельные 
ВАХ для квантовых точек InAs/ GaAs с неэквидистантными и немонотонны-
ми по амплитуде  характерными пиками [11].  

В заключении работы делаются выводы о влиянии параметров дисси-
пативного туннелирования, а также температуры и напряженности внешнего 
электрического поля на туннельный транспорт через КТ квантовые точки под 
иглой кантилевера совмещенного атомного силового и сканирующего тун-
нельного микроскопа. 
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Эффекты 1D-диссипативного туннелирования  
с учетом влияния двух локальных фононных мод 

Рассматривается модель 1D-диссипативного туннелирования с учетом 
влияния двух промотирующих фононных мод среды-термостата для процесса 
туннелирования через структуру единичных КТ в системе совмещенного 
АСМ/СТМ. Проводится качественное сравнение теоретической кривой веро-
ятности 1D-туннелирования с экспериментальной ВАХ контакта АСМ зонда 
к поверхности КТ из InAs [11]. 

Для того чтобы воспользоваться стандартной моделью для определения 
вероятности диссипативного туннелирования, будем использовать следую-
щие обозначения для перенормированного двухъямного осцилляторного по-
тенциала во внешнем электрическом поле:  

1 2
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, 

где q0 и q1 – положения минимумов перенормированного двухъямного ос-
цилляторного потенциала вдоль координаты туннелирования. Тогда модель-
ный перенормированный 1D-потенциал можно представить в стандартном 
виде. С учетом результатов, полученных ранее в [1, 2], модельный гамильто-
ниан системы может быть записан как 
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Вероятность туннелирования частицы в единицу времени может быть 
найдена в квазиклассическом приближении. Необходимо, чтобы дебройлев-
ская длина волны частицы была много меньше характерного линейного мас-
штаба потенциала. Для этого вполне достаточно, чтобы высота барьера была 
много больше энергии нулевых колебаний в яме начального состояния. Кро-
ме квазиклассического приближения, мы должны предположить квазистаци-
онарность распада, т.е. ширина уровня Γ , с которого туннелирует частица, 
должна быть много меньше энергии нулевых колебаний. Находим 1D-ква-
зиклассическое действие в одноинстантонном приближении с учетом влия-
ния среды-термостата: 

( ) ( )22 2
0 0 1 02

0 0 1 0 0
2

2B
q q

S q q q
ω + τ

= ω + τ − −
β

 

 
( )

( )
24 2

0 0 1 0
2 2 2

1 0

4 sin n

n n n n

q q ∞

=

ω + ν τ−
β ν ν + ω + ζ

 .  (3) 

Предэкспоненциальный множитель определяется вкладом траекторий, 
близко расположенных от инстантона. С учетом этого мы должны разложить 
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действие до квадратичного члена по отклонениям Bq q−  и проинтегрировать 

в функциональном пространстве. Тогда вероятность туннелирования в еди-
ницу времени можно записать как 

 ( )exp BB SΓ = − ,  (4) 
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det′  означает, что нулевое собственное значение, соответствующее нулевой 
моде инстантона, опущено. Отметим, что вывод этой формулы предполагает 
приближение идеального инстантонного газа 

 ( ) 1−Γ << Δτ ,  (7) 

где Δτ  – ширина перехода от положительного значения траектории к отрица-
тельному. Вычисление предэкспоненциального множителя в рассматривае-
мой модели приводит к результату 

 
( )

( )

1/222 2
0 0 1 0 0

1/2
0 0

2 sin cos2

2

n n

n nn n

q q
B

−∞ ∞

=−∞ =−∞

 ω + ν τ ν τ= ⋅  
 λ λπβ  

  .  (8) 

Рассмотрим (3) с учетом взаимодействия с двумя локальными фонон-
ными модами ( 1 2Lω = ω  и 2 3Lω = ω ). Для упрощения будем предполагать это 

взаимодействие достаточно малым, т.е. 
2

0

1
C <<
ω

 и 
2

1
L

C <<
ω

. В этом случае  

( )
2

2
2 2 2

2

N

n n
n

Cα

α= α α
ζ = ν

ω ω + ν
 ,  

где 
2

n
nπν =

β
; = ;

kT
β 

  

 
22

2 2 32
2 2 2 2 2 2
2 2 3 3

=
( ) ( )

n n n
n n

CCζ ν + ν
ω ω + ν ω ω + ν

.  (9) 

Окончательные формулы для вероятности 1D-диссипативного туннели-
рования Г exp( )В S= −  в осциллирующем и неосциллирующем режиме  
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с учетом влияния двух локальных фононных мод приведены в приложении А 
(см. также [5, 10]1). 

Дополнительный эксперимент по визуализации локальной плотности 
состояний в квантовых точках InAs/GaAs методом комбинированной АСМ/ 
СТМ был выполнен в Казанском физико-техническом институте КНЦ РАН 
при участии ННГУ им. Н. И. Лобачевского [11]. Схема эксперимента пред-
ставлена на рис. 1. 

 

 
Схема измерения токового изображения 

поверхностных КТ InAs/GaAs  
АСМ-изображение поверхности КТ 

InAs/GaAs. Размер кадра 750 × 750 нм2,  
диапазон высот 5,9 нм 

Рис. 1. Схема измерения токового изображения поверхностных КТ InAS/GaAs 
 
Качественное сравнение модельной кривой вероятности 1D-диссипа-

тивного туннелирования (с учетом влияния двух локальных фононных мод 
среды-термостата) и экспериментальной ВАХ для полупроводниковых КТ из 
InAs/GaAs представлено на рис. 2. При этом характерный неэквидистантный 
спектр пиков на экспериментальных ВАХ (для полупроводниковых КТ из 
InAs/GaAs) и соответствующие пики на теоретической зависимости вероят-
ности 1D-диссипативного туннелирования с учетом влияния двух локальных 
(промотирующих) фононных мод среды-термостата от напряженности при-
ложенного электрического поля качественно совпадают гораздо лучше, чем 
это имеет место в модели, учитывающей влияние только одной локальной 
фононной моды.  

Теоретические расчеты показали, что в зависимости вероятности 1D-
диссипативного туннелирования от напряженности внешнего электрического 
поля при конечной температуре и фиксированных параметрах диэлектриче-
ской матрицы возможен как осциллирующий, так и неосциллирующий режим 
туннельного переноса (рис. 2 и 3).  

Таким образом, проведенный анализ продемонстрировал качественное 
соответствие расчетных кривых для вероятности туннелирования с некото-
рыми экспериментальными ВАХ в схемах исследования управляемых харак-
теристик проводимости отдельных полупроводниковых КТ в системах с сов-
мещенными СТМ/АСМ. 

                                                           
1 Данная статья отличается от [5, 10] более детальной систематизацией «пионерских» 

работ по диссипативному туннелированию, а также наличием сравнительного анализа 1D- и 
2D-диссипативного туннелирования с учетом влияния двух локальных фононных мод. Мы по-
старались разгрузить данную статью от громоздких математических выкладок и сосредото-
чить основное внимание на анализе эффектов диссипативного туннелирования. 
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Рис. 2. Сравнение теоретических кривых (светлая линия) в модели  
для Г = В ехр(–S) с учетом влияния двух локальных мод среды-термостата  

с экспериментальными кривыми (темная линия) 
 

 

Рис. 3. Теоретическая кривая для вероятности диссипативного  
туннелирования в неосциллирующем режиме переноса 

Эффекты 2D-диссипативного туннелирования  
с учетом влияния двух локальных фононных мод 

Рассмотрим два одноименных заряда, которые туннелируют по парал-
лельным координатам реакции 1q  и 2q  (например, от иглы кантилевера 
АСМ/СТМ в растущую золотую КТ) в двух независимых двухъямных потен-
циалах 1( )U q  и 2( ),U q  представляемых как [1, 3]:  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 1
, 1,2

2 2i i i i iU q q a q q b q i = ω + θ − + −ΔΙ + ω − θ =  
,  (10) 

где сумма расстояний a b+  оценивается суммой радиуса иглы кантилевера 
(или наноразмерного выступа на этой игле) и радиуса золотой КТ, 

( )2 2 21

2
I b aΔ = ω −  является смещением (параметром асимметрии потенциа-

ла, который линейно меняется с ростом напряженности внешнего электриче-
ского поля), ( )iqθ  – ступенчатая функция, ω  – частота (см. обсуждение  
в [1–3]). Масса частицы входит в определение q  (расчеты выполнены  

в системе единиц, в которой масса частицы 1Bm k= = = ). 
 

 

Рис. 4. Асимметричная поверхность потенциальной энергии (3) для случая  
параллельного туннелирования: A и B обозначают исходное и конечное состояния  
частиц соответственно. Минимум потенциала в B оказывается ниже, чем в A.  

Два других (промежуточных) минимума оказываются  
ниже минимума в A и выше минимума в B 

 
Взаимодействие между двумя электронами рассматривается в диполь-

дипольном приближении [1, 3]: 

 ( ) ( )2int 1 2 1 2,
2

V q q q q
α= − − ,  (11) 

где α  является положительной константой. Мы используем тот же самый по-
тенциал взаимодействия, как и в работе [3]. Нетрудно показать [3], что intV  
может быть выбран в форме гармонического потенциала притяжения. Такой 
потенциал может описывать взаимодействие двух одноименно заряженных 
частиц, расположенных на достаточно большом расстоянии 0R  друг от друга 

вдоль оси x  и движущихся вдоль оси y ( предполагается, что 0R a>> , где  
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a  – величина смещения частицы вдоль координаты туннелирования). В этом 
случае потенциал в (11) может быть представлен в виде ряда по степеням па-

раметра 
( )21 2

2
0

y yq q

R

−
, где 1yq  и 2 yq  – координаты туннелирования. Для ку-

лоновского отталкивания частиц в среде ( 0ε  – электрическая постоянная) по-
лучим 

( )
( )22 2 2 2

1 2
rep 1/2 220 0 0 0 02 0

0 0 1 2

1
.

2
y y

y y

q qe e e e
V

R R R R
R q q

−
= = ≈ − × ×
ε ε ε ε ε ε ε ε + −  

 

Таким образом, для коэффициента взаимодействия получим 

( )2 3
0 0/e Rα = ε ε . Потенциальную энергию взаимодействия (второе слагаемое 

в разложении) можно интерпретировать как эффективное притягивающее 
взаимодействие, хотя кулоновский потенциал остается все время отталкива-
ющим. Этот отрицательный вклад приводит к уменьшению отталкивающего 

потенциала. Постоянная составляющая ( ) ( )2
0 0 0/U R e R= ε ε  может быть 

включена в определение потенциальных энергий отдельных частиц ( )1U q  и 

( )2U q . 

Таким образом, полная двумерная поверхность потенциальной энергии 

для случая параллельного туннелирования (рис. 4), отнормированная на 2ω , 
задается соотношением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 22 2
1 2 1 1 1 12

2 ,
, ( )p

p
U q q

U q q q a q b a q b q = = + θ − + − − + − θ +  ω


 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2
2 2 2 2 1 2( )

2
q a q b a q b q q q

∗α + + θ − + − − + − θ − −  
.  (12) 

Параметры a  и b потенциала перенормируются во внешнем электриче-

ском поле: * 2 * 2
0 0/ ; / ;a a e E b b e E= − ω = + ω  либо перенормируется безраз-

мерный параметр * /b b a= , который слабо нелинейно зависит от напряженно-
сти внешнего электрического поля. Квазиклассическое (инстантонное) дей-
ствие, которое с экспоненциальной точностью определяет вероятность 2D-
диссипативного туннелирования, рассчитывается по аналогии с [3]:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 24
2 22 2 1 2

1 2 1 2 2

1
2 ( )( )

2

a b
S a a b a b

ω + τ − τ
= + τ + τ ω − ω + τ + τ − −

β ω − α β
 

 
( ) ( )

( )
( )

( )
2 2 224 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1

sin sin sin sin2

2

n n n n

n n n n n n

a b ∞

=

 ν τ + ν τ ν τ − ν τω +  − +
 β ν ν + ω + ζ ν ν + ω − α  

 ,  (13) 
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где были введены следующие обозначения: *
1 2( )ε = ε ω = τ − τ ω ; 

*
1 22 ( )τ = τ ω = τ + τ ω ; * / 2;β = βω  * 22 / ;α = α ω  * /b b a= , 1τ  и 2τ  – «центры» 

2D-инстантона, т.е. моменты мнимого времени проскока параллельно тунне-
лирующими частицами верхушки потенциального барьера (точки с нулевой 
координатой) вдоль соответствующей координаты туннелирования; 

2 /n nν = π β  – мацубаровские частоты; / kTβ =  . В случае влияния двух ло-

кальных фононных мод Фурье-коэффициенты разложения мацубаровской 
функции Грина имеют вид 

 ( ) ( )
22

2 2 32
2 2 2 2 2 2
2 2 3 3

.n n n
n n

CCζ = ν + ν
ω ω + ν ω ω + ν

  (14) 

В этом случае для вычисления квазиклассического действия (13) необ-
ходимо определить выражения для следующих сумм: 

( ) ( )
2 2

1 2
1 22 2 2 2 2 2

1 1

sin sin
; ;n n

n nn n n n n n

∞ ∞

= =

ν τ ν τΣ = Σ =
ν ν + ω + ζ ν ν + ω + ζ

   

( ) ( )
2 2

1 2
3 42 2 2 2 2 2

1 1

sin sin
; ;

2 2
n n

n nn n n n

∞ ∞

= =

ν τ ν τΣ = Σ =
ν ν + ω − α ν ν + ω − α

   

( )
( )

( )
( )

1 2 1 2
5 62 2 2 2 2 2

1 1

cos cos
; .

2 2

n n

n nn n n n

∞ ∞

= =

ν τ − τ ν τ + τ
Σ = − Σ =

ν ν + ω − α ν ν + ω − α
   

Эти суммы возникают, когда мы приходим к обезразмеренному выра-
жению для 2D-квазиклассического действия: 

( )22 23
2 2 1 2

2
2

2 1 1
2

b b
S a a

a a

τ + τ ωω   = + τω− + −   βω    ω
 

( )
2

24 2 2
1 2

2 *
2 * 2

1 2
2 ( 1)

2 (1 )

b
a

a
a b

 ω ⋅ω + τ + τ ω ⋅ 
 − = ω + τ −
ω − α βω⋅ω

 

2
4 2

2 2 * 2 2 2 4 * 2
* 2 2

* * * *

2 1
( 1) ( 1)

( 1) ;
2 2(1 )

b
a

a a b a b a
b

 ω + ⋅ω ω ω + ε ω⋅ω +  − + τ − = − − ⋅
βωβ −α β β

  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2* 2 * 2 4 *
* *

2 * * * *

1 1 1
2 1 ,

2 2(1 )

b b bS
S b

a

+ τ + ε ω +
= = + τ − − − ⋅

ω β − α β β
   (15) 

где 1 2 3 4 5 6= Σ + Σ + Σ + Σ + Σ + Σ . 
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Результаты расчета этих сумм, 2D-квазиклассического действия и 
предэкспоненциального фактора в режиме синхронного переноса для вероят-

ности 2D-диссипативного туннелирования ( )*expB SΓ = −  представлены  

в приложении Б. Решение системы трансцендентных уравнений для моментов 
времени проскока параллельно туннелирующими частицами верхушки барьера 
вдоль соответствующей координаты реакции позволяет выявить режим  
2D-бифуркаций, а также квантовых биений в окрестности точки бифуркации. 

В режиме синхронного параллельного переноса туннелирующих ча-
стиц с иглы кантилевера в растущую КТ наличие двух локальных фононных 
мод приводит к появлению двух устойчивых пиков на полевой зависимости 
вероятности 2D-диссипативного туннелирования, построенной с помощью 
формул (15) (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Полевая зависимость вероятности 2D-параллельного  
синхронного диссипативного туннелирования с учетом влияния двух локальных  
фононных мод в случае, когда частота модельного осцилляторного потенциала  

в 5 раз превосходила частоты локальных фононных мод 
 
Из рис. 5 видно, что расстояние между пиками зависит от температуры 

и возрастает с ростом температуры. Минимум между двумя пиками соответ-
ствует случаю симметричного двухъямного модельного потенциала и отвеча-
ет режиму блокировки туннелирования при существенном влиянии двух ло-
кальных фононных мод. Если взаимодействие с локальными фононными мо-
дами «выключить», то вместо блокировки туннелирования для симметрично-
го двухъямного потенциала будет иметь место единичный пик на кривой ве-
роятности туннелирования при одной из полярностей внешнего электриче-
ского поля. Минимум отвечает малому, но ненулевому значению вероятности 
туннелирования (рис. 6). 
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Рис. 6. Режим блокировки 2D-параллельного  
синхронного диссипативного туннелирования 

 

Рисунок 7 показывает, что изменение параметра взаимодействия ∗α  
туннелирующих частиц слабо влияет на вероятность 2D-параллельного син-
хронного диссипативного туннелирования. 

 

 

Рис. 7. Влияние параметра взаимодействия параллельно туннелирующих  
частиц в синхронном режиме переноса на вероятность 2D-параллельного  

синхронного диссипативного туннелирования 
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Соотношение между высотами левого и правого пиков на полевой за-
висимости вероятности 2D-параллельного синхронного диссипативного тун-
нелирования зависит от соотношения частот локальных фононных мод и ча-
стоты двухъямного осцилляторного потенциала вдоль параллельных коорди-
нат туннелирования (см. рис. 5 и рис. 8). На рис. 5 высоты правых пиков вы-
ше, чем левых, а на рис. 8 имеет место обратная ситуация. При этом для слу-
чая, представленного на рис. 5, частота модельного потенциала выбиралась  
в 5 раз больше частот локальных фононных мод, а для рис. 8 эти частоты бы-
ли сравнимыми. 

 

 

Рис. 8. Полевая зависимость вероятности 2D-параллельного синхронного  
диссипативного туннелирования в случае, когда частота модельного осцилляторного  

потенциала в 1,1 раза превосходила частоты локальных фононных мод 
 
Проведем качественное сравнение полученной теоретической кривой 

вероятности 2D-параллельного синхронного диссипативного туннелирования 
с экспериментальной туннельной ВАХ для растущих КТ из коллоидного зо-
лота под иглой кантилевера на начальном этапе формирования, когда размер 
КТ не превышает 10 нм. Результат этого качественного сравнения представ-
лен на рис. 9. Видно, что два пика теоретической кривой для режима син-
хронного 2D-туннельного переноса соответствуют двум близким пикам на 
экспериментальной туннельной ВАХ для растущей золотой КТ, отвечающим 
двум локальным фононным модам. 

Из рис. 10 видно, что на теоретической кривой температурной зависи-
мости вероятности 2D-диссипативного туннелирования один из двух устой-
чивых пиков, соответствующих взаимодействию туннелирующих частиц  
с двумя локальными фононными модами, может расщепляться на два, что, 
по-видимому, связано с механизмом интерференции каналов туннелирования 
(один из возможных вариантов механизма Фано) [11].  

Полученная полевая зависимость вероятности 2D-диссипативного тун-
нелирования с учетом влияния двух локальных фононных мод позволяет про-
анализировать режим 2D-туннельных бифуркаций (смена режима туннелиро-
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вания с синхронного на асинхронный), а также квантовых биений в окрестно-
сти точки бифуркации. Так, на рис. 11 после режима синхронного параллель-
ного туннельного переноса с двумя характерными пиками точка излома отве-
чает точке бифуркации, а последующие осцилляции – квантовым биениям.  

 

 

Рис. 9. Сравнение теоретической кривой (кривая 1) полевой  
зависимости вероятности 2D-параллельного синхронного диссипативного  

туннелирования с экспериментальной туннельной ВАХ (кривая 2)  
для растущих КТ из коллоидного золота под иглой кантилевера  

на начальном этапе формирования, когда размер КТ не превышает 10 нм 
 
Теоретически выявленный режим квантовых биений на полевой зави-

симости вероятности 2D-диссипативного туннелирования можно качественно 
сравнить с экспериментальной туннельной ВАХ для растущей КТ из колло-
идного золота на начальном этапе ее формирования. Это качественное срав-
нение приведено на рис. 12. 

Помимо режима квантовых биений с «провалами» на полевой зависи-
мости вероятности 2D-диссипативного туннелирования (рис. 11 и 12), встре-
чается режим квантовых биений с «резонансной» структурой (рис. 13). 

Подобные режимы квантовых биений напоминают особенности тун-
нельной проводимости для полупроводниковых наноструктур с примесными 
атомами – типа резонансов Фано, возникающих из-за интерференции между 
резонансным и нерезонансным каналами туннелирования. Такие эффекты 
были описаны в докторской диссертации В. Н. Манцевича [11]. При этом бы-
ло показано, что в случае, когда величина приложенного напряжения совпа-
дает с энергией уровня примесного атома, в локальной туннельной проводи-
мости, измеренной на конечном расстоянии от примеси, может наблюдаться 
не только провал, но и пик.  

1 
2
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Рис. 10. Температурная зависимость вероятности  
2D-диссипативного туннелирования 

 

 

Рис. 11. Полевая зависимость вероятности 2D-диссипативного туннелирования  
с учетом точки бифуркации и режима квантовых биений 
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Рис. 12. Качественное сравнение теоретически предсказанного  
режима квантовых биений на полевой зависимости вероятности  

2D-диссипативного туннелирования (кривая 1) с экспериментальной  
туннельной ВАХ (кривая 2) для растущей КТ из коллоидного золота  

на начальном этапе ее формирования (когда размер КТ не превышает 10 нм) 
 

 
а) б) 

Рис. 13. Режим квантовых биений на полевой зависимости вероятности  
2D-диссипативного туннелирования: а – «резонансы» до точки бифуркации;  

б – «резонансы» и «провалы» выше точки бифуркации 

12 
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Заключение 

В заключении приводим сравнительный анализ эффектов 1D- и 2D- 
диссипативного туннелирования, часть из которых удалось экспериментально 
наблюдать. 

Без учета влияния локальных фононных мод (1D-эффекты) теоре-
тически предсказан и экспериментально обнаружен единичный пик на тун-
нельной ВАХ для КТ из циркония и коллоидного золота (также для отдель-
ных ВАХ одномолекулярных транзисторов) при одной из полярностей внеш-
него приложенного напряжения между иглой кантилевера совмещенного 
АСМ/СТМ и проводящей подложкой, на которой находится матрица с КТ. 

С учетом влияния одной локальной фононной моды (1D-эффекты) 
теоретически выявлен неустойчивый единичный пик на полевой зависимости 
вероятности 1D-диссипативного туннелирования при одной из полярностей 
внешнего напряжения, когда модельный двухъямный осцилляторный потен-
циал становится симметричным. Также появляется дополнительный устойчи-
вый единичный пик, отвечающий взаимодействию туннелирующей частицы  
с одной промотирующей локальной фононной модой. 

С учетом влияния двух локальных фононных мод (1D-эффекты) 
теоретически предсказан и экспериментально выявлен осциллирующий ре-
жим 1D-диссипативного туннелирования для случая отдельных эксперимен-
тальных туннельных вольт-амперных характеристик для квантовых точек 
InAs/GaAs с неэквидистантными и немонотонными по амплитуде характер-
ными пиками. 

Без учета влияния локальных фононных мод (2D-эффекты) теоре-
тически предсказан и экспериментально выявлен излом на полевой зависимо-
сти вероятности 2D-параллельного диссипативного туннелирования, отвеча-
ющий режиму 2D-бифуркаций для КТ из коллоидного золота размером до  
5 нм под платинированной иглой кантилевера, радиусом около 40 нм с нано-
размерными выступами, совмещенного АСМ/СТМ. Вблизи точки бифурка-
ции экспериментально наблюдается режим предсказанных теоретически 
квантовых биений для отдельных туннельных ВАХ с малой переходной  
областью вблизи точки бифуркации с характерным дополнительным мини-
мумом. 

С учетом влияния одной локальной фононной моды (2D-эффекты) 
теоретически предсказан эффект 2D-бифуркаций и квантовых биений на по-
левой зависимости коэффициента двухфотонного примесного поглощения 
для квантовой молекулы в условиях внешнего электрического поля. Плани-
руется экспериментальная проверка предсказанного эффекта. 

С учетом влияния двух локальных фононных мод (2D-эффекты) 
теоретически предсказан эффект 2D-бифуркаций и квантовых биений двух 
типов (осцилляции и «квантовая гребенка») на туннельных ВАХ (проведено 
качественное сравнение с имеющимся экспериментом для растущих КТ из 
коллоидного золота на начальном этапе их формирования, когда размер КТ 
не превышает 10 нм), а также на полевой зависимости коэффициента двухфо-
тонного примесного поглощения для квантовой молекулы в условиях внеш-
него электрического поля. Необходима экспериментальная проверка.  

В результате проведенного анализа можно сделать вывод о том, что 
развитая теория диссипативного туннелирования с учетом влияния двух ло-
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кальных фононных мод позволила качественно объяснить эксперименталь-
ные туннельные ВАХ для полупроводниковых КТ InAs и предсказать ряд 
двумерных нелинейных эффектов (2D-бифуркаций и квантовых биений) для 
систем с полупроводниковыми квантовыми молекулами. С другой стороны, 
выявлена возможность эффективного управления вероятностями 1D- и 2D-
диссипативного туннелирования посредством вариации внешнего электриче-
ского поля, что имеет важное значение для приборных приложений. 
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Приложение А 

Приведен вывод формулы для вероятности 1D-диссипативного тунне-
лирования с точностью до предэкспоненциального фактора. Квазиклассиче-
ское действие (3) в случае влияния двух промотирующих фононных мод сво-
дится к вычислению сумм двух видов в последнем слагаемом выражения (3): 
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Обозначим 2
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тогда выражение в знаменателе U1 примет вид 
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 И первая сумма в (П1) принимает вид 

 
2 2 2 2 2 2
2 3 2 3

1 2 2 2 2 2 2
2 3 1 2 3=1

( )( )1

2 ( )( )( )
n n

n n n nn

U
x x x

∞ ω ω ω + ν ω + ν=
ν ω ω ν − ν − ν −

 .  (П3) 

При разбиении последнего выражения на простые дроби обозначим 

2 2 2 2 2
0 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

( )
=

( )( )( )

x x

x x x x x x x x x x x x x x

β + ω + ω +ω ωγ ϕ Δ+ + +
− − − − − −

,  

где  

2 2
2 3

0
1 2 3

=
x x x

ω ωβ − , 

2 2 2 2 2
3 2 3 1 2 1 3 2 3 2 3

3 2 1 3 1 2 3 2 3 2 3
= 1

( )( )

x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

  ω ω + + ω +ωΔ − + −  − −  
 

2 2 2 2
2 3 1 2 1 3 2 3 2 3 2 3

2 3 1
3 1 2 3 2 3 2 3

( )( )1
1 ( )

x x x x x x x x
x x x

x x x x x x x x

  ω ω + + ω +ω + − + + + − +        
, 

2 2
2 32 2

1 3 2 3 1
3 2 1 3 1 2 3

= ( ) 1 ( )
( )

x x
x x x x x

x x x x x x x

 ω ωϕ Δ − − − + − −− 
 

2 2
2 22 3 2 3
2 3 1 2 1 3 2 3

2 3 1 2 3
( )

x x
x x x x x x

x x x x x

 + ω ω − ω +ω + + + 
  

 

{ }2 2
2 3 1 2 1 3 0 2 3 1 2 3

2 3

1 2
= ( ( )) , =n

n
x x x x x x x x x

x x

πγ ω +ω − Δ − φ −β + + ν
β

. (П4) 

В итоге U1 преобразуется к виду  

0
1 2 2 2 2

1 2 3=1

1
=

2 n n n nn

U
x x x

∞  β γ ϕ Δ+ + +  ν ν − ν − ν − 
 . 

1 10= 2 cos = = 2 cos ,
3 3

A A
x Q x Q − ϕ − − − ϕ + 

 
 

2
2 20

2 20 20 2
2

= 2 cos( ) = , = ,
3 3 4

xA
x Q x x

β− Φ + π − −
π

  

2
2 30

3 30 30 2
2

= 2 cos( ) = , = .
3 3 4

xA
x Q x x

β− Φ − π − −
π

  

Если 1 2 3> 0, > 0, > 0x x x , то квазиклассическое действие с учетом 
двух промотирующих мод сводится к выражению вида  
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2 2 2 2 4 2
0 0 0 0 0 1 2

2 4
= 2 ( ) ( ) ( ) { }BS a b a a b a b U Uω + τ − ω + τ − ω + +

β β
,  

где 

0 0
0

0 0

11 1
= Arcsh sh = Arcsh sh ,

2 4 4 2 4 41

b
b a a

bb a
a

 − ω β ω β− β β τ + +  ω + ω  + 
 

 

или 

*
* * * * * 0
0 0 0 0 0*

1 1
= = Arcsh sh ; = ; =

2 41

b

b

  ω β−τ τ ω β +β τ τω β 
+  

. 

Окончательно перенормированное выражение для 1D-квазиклассичес-
кого инстантонного действия с учетом двух локальных мод диэлектрической 
матрицы принимает вид 

2* 2
* * * 2 *2 2 0

0 0 0 02 * *
0

1 ( 1) 1 2
= = 2( 1) ( 1)

2 4 32
B

B
S b

S b b
a

  βω+   + τ − + τ − β ω +  
 ω β β  

  

2 20 2 20 1
2 2

11

( ) 444 ctg
22

x

xx

βωγω   βπ π+ − − +   πβπ β   
 

2 *2 2 2
20

2 2
22

4
4 ctg

22

x

xx

  βφω β π π+ − − +   πβπ β   
 

2 *2 2 2
30

2 2
33

4
4 ctg

22

x

xx

  βΔω β π π + − − −   πβπ β    
 

2
2 022 2 0

2 20 0 0 0 0
0 0 2

0 0

4
4 6 41 1 4

3 2
2 4 3

 βω γω     βω πτ ω π τ ω     − β ω − + π + ×   βω βω   π  
 

2 2 2
1 0 10 0 0 0 0 0

0 0 0 1 01 0

2 24 4 4
cos cosec

4 4 84

x x

xx

  βω ω π πτ ω β ω ω π × π − + +   βω ω π ω βωβω      
 

*2 *2 2 * 2 2
*2 20 0 0 0 0

2 * * *2
0 02 20

2 24 4 4
cos cosec

4 8

x x

x x

    βφω β ω π πτ ω ω π + π − β + +     ω π ωπ β β β     
 

*2 *2 2 * 2 2
3 3 *0 0 0 0 0

2 * * *2
0 03 3

2 24 4 4
cos cosec

4 8

x x

x x

    βΔω β ω π πτ ω ω π + π− β +     ω π ω π β β β     
. (П5) 
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В случае неосциллирующего режима переноса будем иметь 

4 2
2 2 *2 0 1 2

0 0 0
(1 ) { }1

= 2(1 ) (1 )
2B

b U U
S b a b

ω + −+ τ − ω + τ −
β β

,  

где 

0 0
0

0 0

1 1 / 1
= Arcsh sh = Arcsh sh

2 4 4 2 / 1 4 4

b a b a

b a b a

ω β ω β− β − β   τ + +   ω + ω +   
, 

или 

*
* * *
0 0 0 *

1 1
Arcsh

2 1

b
sh

b

 −τ = ω τ = β +β 
+  

. 

Если ( )1 2 3 10 20 30, , 0 , , 0 ,x x x x x x< >  то 

( )
2 2

1 0 102 2
1010

1 1
= cth

2 24 24 2
U x

xx

  β γβ πβ + + π + 
π    




 

( ) ( )
2 2 2

20 302 2 2 2
20 3020 30

1 1
cth cth

2 24 2 4 2
x x

x xx x

   ϕβ π Δβ π + + π + + π   
π π      

 
  

, 

22 2
20 0 0

2
4 241

3 2
2 48

U
   β β πτ π τ  = − + π +   β β   

 

2 2 2
10 100

2 2
10 10

4 2
ch cosech

2 24

x x

x x

  β β πτγβ π π + π − − +   β πβπ β     
 

2 2 2
20 200

2 2
20 20

4 2
ch cosech

2 24

x x

x x

  β β πτϕβ π π + π − − +   β πβπ β     
 

2 2 2
30 300

2 2
30 30

4 2
ch cosech

2 24

x x

x x

  β β πτΔβ π π + π − −   β πβπ β     
. 

Перейдем к вычислению предэкспоненциального фактора B с учетом 
двух промотирующих фононных мод: 

2
0

2 2
00 =

1 1/2

2 0

0=

sin

2 ( )
=

cos2(2 )

n

nn

n

nn

a b
B

∞

−∞
∞

−∞

ν τ
λω +

 ν τπβ  
λ  




,  

где 2 2
0 0=n n nλ ν +ω + ζ . 
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Обезразмеренный предэкспоненциальный фактор определяется 
суммами двух типов:  

2
2
0

1
2 3/2 1/2 1/2

2

2 1
= =

(2 ) ( )

b
B VaB

a V

 ω + 
 

ω πβ
 , 

2 2 2 2 2
10

1 2 2 2
0 11 10=

sin 1 4 2
= = 2 ctg

2 24
n

nn

xD
V

xx x

∞

−∞

  βν τ β π π π − + − − +  λ βπ β β    
  

2 2 2 2
2

2 2 2
22 20

1 4 2
2 ctg

2 24

xE

xx x

  ββ π π π + − + − − +  
βπ β β    

 

2 2 2 2
3

2 2 2
33 30

1 4 2
2 ctg

2 24

xF

xx x
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βπ β β    

 

2 2 2 2
1 10

2 2 2
11 1

41 4 2
2 cos cosec

2 2 24

x xD

xx x
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2 2 2 2
2 20

2 2 2
22 2

41 4 2
2 cos cosec

2 2 24

x xE

xx x

   β β πτβ π π π  − − + − π − + −   β πβπ β β       
 

2 2 2 2
3 30

2 2 2
33 3

41 4 2
2 cos cosec

2 2 24

x xF

xx x

   β β πτβ π π π  − − + − π − +   β πβπ β β       
; 

0
2

0=
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= n

nn

V
∞

−∞

ν τ =
λ  

2 2 2 2
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2 2 2
11 1

44 2
2 cos cosec

2 24

x xD

xx x
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2 2 2 2
2 20

2 2 2
22 2

44 2
2 cos cosec

2 24

x xE

xx x

   β β πτβ π π π  + − + − π − + +   β πβπ β β       
 

2 2 2 2
3 30

2 2 2
33 3

44 2
2 cos cosec

2 24

x xF

xx x

   β β πτβ π π π  + − + − π − +   β πβπ β β       
. (П6) 

В случае неосциллирующего режима переноса получим 

( )
( )

2*
1

2 3/2 1/2 1/2*0 2

2 1

2

B b V
B

a V

+= =
ω πβ




, 
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2 2 2 2 2
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1 2 2
0 1 1010

sin 1 4 2
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2 24
n

nn
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V

x xx

∞

=−∞
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  
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2 2 24
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0
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λ  
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2 24

xE
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βπ β β     

 

 
2 2 2 2

30
2 2 2

303 30

1 4 2
2 cth

2 24

xF

xx x

  ββ π π π + − + +  
β π β β   

.  (П7) 

Приложение Б 

Для вычисления обезразмеренного действия в вероятности 2D-диссипа-
тивного туннелирования рассчитаем суммы в формуле (15). Более просто вы-
числяются суммы 3Σ – 6Σ , которые не содержат величин nζ . 

В результате для 3Σ  получим [10]: 

( ) ( ) ( )
22 *2 2

1
3 62 2 2 4 2 * * *2

1

sin

2 2 1 2 1
n

n n n

∞
π

=


ν τ β πΣ = = + −

ν ν + ω − α ω π −α −α β
  
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2 *2 2 * 2 2 2
* * 1 1

*2 ** * * *

1
cth 1

4 622 1 2 1

π τ π τ π π π − β −α + − + − × 
  β ββ − α β −α

 

( ) ( )
2

* * * * *
1 *2 *

ch 1 cosech 1
2 1


π  × −α β − τ β − α + =   β − α 

 

( ) ( )
2*2 2 2 *2 2

* * 1
3 *24 2 * * *2 * *

1
{ cth 1

42 1 1 2 1

πβ π π τ π = + − β −α + − 
  βω π − α −α β β −α

 

( )
* 2 2

* * * * * *1
1 1* * *

1 cosech 1 },
2 2 1

ch
τ π π  − − − α β − τ β − α τ = τ + ε  β β −α

. (П8) 

Аналогично можно получить выражения для 4Σ – 6Σ . Перейдем к рас-

чету сумм 1Σ  и 2Σ . Воспользуемся формулой для Фурье-компонент мацуба-

ровской функции Грина с учетом двух локальных фононных мод [1, 3]: 

( ) ( ) ( )
22

2 2 232
1 12 2 2 2 2 2

2 2 3 3

1
; sin 1 cos2 .

2n n n n n
n n

CCζ = ν + ν ν τ = − ν τ
ω ω + ν ω ω + ν

 

Для вычисления ( )
2

1
1 2 2 2

1

sin n

n n n n

∞

=

ν τΣ =
ν ν + ω + ζ

  необходимо определить 

суммы двух видов: 1U  и 2U :  

( ) ( )
1
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 

  

 

( ) ( )

1
2

221 2 2 2 2 2 32
2 2 2 2 2 2
2 2 3 3

cos21

2
n

n
n n n n

n n

U

CC

∞

=

ν τ→ −
 
 ν ν + ω + ν + ν ω ω + ν ω ω + ν 
 

 .  (П9) 

Введем обозначения: 

22
2 2 2 2 32

2 3 2 2
2 3

;n
CC

x Aν = = ω +ω + ω + +
ω ω

,  

( )
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 3 3
2 3 2 3 2 2

2 3

C C
Bω

ω ω= ω ω +ω ω +ω + +
ω ω

, 2 2 2
0 2 3C = ω ω ω , 
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( ) ( )( )( )2 2 3 2 2 2
2 3 2 3 1 2 3x x Ax Bx C x x x x x x xω ω + + + = ω ω − − −  

2 3
3 3

3

3 2 9 27 1
; ; ; arccos ,

9 54 3

A B A AB C R
Q R S Q R

Q

ω
 − − +  = = = − ϕ =
 
 

 

если 0,S >  то 1 2 cos
3

A
x Q= − ϕ − ,  

2
2

2 cos
3 3

A
x Q  = − ϕ + π − 

 
, 3

2
2 cos

3 3

A
x Q  = − ϕ − π − 

 
, 

( )( )
( )( )( )

2 2 2 2
2 3

1 2 2 2 2
1 1 2 3

1

2

n n

n n n n n

U
x x x

∞

=

ω + ν ω + ν
=

ν ν − ν − ν −
 . 

Тогда 1U  преобразуется к виду 

0
1 2 2 2 2

1 2 31

1
,

2 n n n nn

U
x x x

∞

=

 β γ ϕ Δ= + + +  ν ν − ν − ν − 
  

где 

2
0 1,2,32

1
, , , ; ;xβ γ ϕ Δ ω

ω
   

2 2
2 3

0
1 2 3

,
x x x

ω ωβ = −  

( )( )
2 2 2 2 2
3 2 3 1 2 1 3 2 3 2 3

3 2 1 3 1 2 3 2 3 2 3
1

x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

  ω ω + + ω + ωΔ = − + −  − −  
 

( ) ( )( )2 22 2 2 3 2 32 3 1 2 1 3 2 3
2 3 1

3 1 2 3 2 3 2 3

1
1

x xx x x x x x
x x x

x x x x x x x x

ω +ω +  ω ω + + − + + + − +   
     

; 

( ) ( ) ( )
2 2
2 32 2

1 3 2 3 1
3 2 1 3 2 3

1
x x

x x x x x
x x x x x x

 ω +ωϕ = Δ − − − + − −− 
 

( ) ( )
2 2

2 3 2 2 2 3
2 3 1 2 1 3 2 3

2 3 1 2 3

x x
x x x x x x

x x x x x

 + ω +ω − ω +ω + + + 
  

, 

( )( ){ }2 2
2 3 1 2 1 3 0 2 3 1 2 3

2 3

1
x x x x x x x x x

x x
γ = ω + ω − Δ −ϕ −β + + . 

Выражение для 1U  будет иметь следующий вид (в относительных еди-

ницах): 
– если ( )1 2 3 10 20 30, , 0 , , 0x x x x x x< > : 
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2

1 102 2
1010

1 1
cth

2 24 2
U x

xx

  γβ π= − + π +  
π   




 

2 2 2

20 30 02 2 2 2
20 3020 30

1 1
cth cth ,

2 2 244 2 4 2
x x

x xx x

   ϕβ π Δβ π β+ − + π + − + π +β    
π π        

 
  

 

2
10(20,30)x ω , 

 
2 *22

2 10 10
10 2 2 2 2

безразмерно

;
4

x x
x

β βω= ⋅ =
π ω π ω




  (П10) 

– если ( )1 2 3 10 20 30, , 0 , , 0x x x x x x> < : 

2

1 12 2
11

1 1
ctg

2 24 2
U x

xx

  γβ π= − π +  
π   




 

 
2 2 2

2 3 02 2 2 2
2 32 3

1 1
ctg ctg

2 2 244 2 4 2
x x

x xx x

  ϕβ π Δβ π β+ − π + − π +β   
π π        

 
  

.  (П11) 

Аналогично рассчитывается функция 2U . В зависимости от знаков 

корней кубического полинома в знаменателе выражения для 2U  получим два 

режима туннелирования: неосциллирующий ( 1 2 3, , 0x x x < ) и осциллирующий 

( 1 2 3, , 0x x x > ): 

1 2 3 10 20 30, , 0; , , 0x x x x x x< > , 

( ) 2*2 2 * *0 21 1
2 4 2 * *

1
3 6 2

2 12
U

  β β ω    πτ πτ  = − π + π +        ω π β β     

 

( )2 *2 * *2 * 2
10 101

2 * * *21010
2

ch 1 cosech
22

x x
xx

γω β     β βπ τ π + − ⋅ − +    ω ω π β β   β  ωω 

 

( )2 *2 * *2 * 2
20 201

2 * * *22020
2

ch 1 cosech
22

x x
xx

ϕω β     β βπ τ π + − ⋅ − +    ω ω π β β   β  ωω 

  

( )2 *2 * *2 * 2
30 301

2 * * *23030
2

ch 1 cosech .
22

x x
xx

Δω β     β βπ τ π  + − ⋅ −    ω ω π β β   β   ωω 

 (П12) 
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Для параметров 1 2 3 10 20 30, , 0; , , 0x x x x x x> <  получаем аналогичный 

ответ для 2U , где вместо гиперболических функций присутствуют тригоно-

метрические. Выражение для 2Σ  получим по аналогии с 1Σ  заменой 

( )* * *
1 2 2τ → τ τ = τ − ε . 

В итоге для квазиклассического действия получим 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )2 2 2* 2 * 2 4 *
* *

2 * ** *

1 1 1
2 1 ,

2 2 1

b b bS
S b

a

+ τ + ε ω +
= = + τ + − −

ω β β−α β
   (П13) 

где суммы Σ  определяются из выражений (П8)–(П12); где ε  и τ  находятся 
из системы трансцендентных уравнений: 

* * *
*

* * * * * *

* *
* *

* *
*

1
sh ch coth sh coth sh 1

1

1 coth 1 sh 1 coth 1 0,

4 1
3 ch sh coth ch 1 sh coth ch

1 1
1

ch 1 sh 1
1

ch

b

  ε τ β − τ − β + ε − α ×    −α
        × τ − α β − α − τ − α + β −α =                

 − − + ε τ β − τ − + τ β − τ + + −α
   + ε −α τ −α   
   −α

* * *

* * * *
*

coth 1 ch 1 1

1
sh 1 coth 1 ch 1 0.

1










     β −α − τ −α + −         
       − τ − α β −α − τ − α =             −α

(П14) 

В случае синхронного режима параллельного 2D-переноса вычислим 
предэкспоненциальный фактор В. Предположим, что 2 12 ,D DB B=  тогда  

( )
( )

2
0

22
00

1/2 1/2

0

0

sin

2
,

2 cos2

n

nn

n

nn

a b
B

∞

=−∞
∞

=−∞

ν τ
λω +

= =
πβ  ν τ

 
λ  




  

где 

2 2
0 0n n nλ = ν + ω + ς ,  

( ) ( )
22

2 2 32
2 2 2 2 2 2
2 2 3 3

n n n
n n

CCς = ν + ν
ω ω + ν ω ω + ν

,  

 
2

;n
nπν = β =

β κτ


.   (П15) 
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Обезразмеренный предэкспоненциальный фактор имеет вид 

( )
( )

2*
1

5/2 2 1/2 1/2*0 2

1bB V
B

a V

+
= =
ω πβ

 ,  

где 

 
( )

( ) ( )

0
1 2 2 2 2

2 2 2 3
0 2 2 2 2 2 2

2 2 3 3

1
1 cos2

2 n

n nn
n

n n

V
С С

∞

=−∞

− ν τ
= =

ν νν + ω + +
ω ω + ν ω ω + ν

  

( )( )( )2 2 2 2
0 2 3

3 2

1 cos21

2

n n n

т x Ax Bx C

∞

=−∞

− ν τ ω + ν ω + ν
=

+ + +
 ; 

( )( )
( )( )( )

( )( )
( )( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 0 2 3

1 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos21 1

2 2

n n n n n

n тn n n n n n

V
x x x x x x

∞ ∞

=−∞ =−∞

ω + ν ω + ν ν τ ω + ν ω + ν
= − =

ν − ν − ν − ν − ν − ν −
   

2 2 2
1 2 3

1

2 n n nn

D E F

x x x

∞

=−∞

 
= + + −  ν − ν − ν − 

  

 0 2 2 2
1 2 3

1
cos2

2 n
n n nn

D E F

x x x

∞

=−∞

 
− ν τ + +  ν − ν − ν − 

 ;  (П16) 

( ) ( ) ( ){ 2 2
2 3 2 3 2 3 1 3 1 3 2 3F x x x x x x x x x x= ω +ω + + + − + +    

( ) ( ) ( ) }2 2 2 2
2 1 2 3 2 3 2 3 2 3x x x x x x + − + ω ω + ω +ω ×  

 

( ) ( ) ( ){ 2 1 1 2 2 3 2 3 1 2x x x x x x x x x x× − + − + −    

( ) ( ) ( ) } 1
1 3 2 3 1 3 1 3 2 3 ;x x x x x x x x x x

−
− − + − +     

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2
2 3 2 3 1 3 2 3 1 3 1 2

2 1 2 3
;

x x F x x E x x F x x
E D

x x x x

ω +ω + + + − ω +ω + + + +
= = −

− +
; 

1 2 3 10 20 30, , 0; , , 0x x x x x x< > , 

( ) ( )2 *2 2 *2*2 2
10

1 4 2 2*210 *10
2

1
cth

2
2

D Ex
V

x x

  
 ω β ω β βπ π  = − + + × ωω π π  β β  ω ω 
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( )2 *2*2 2
20

2*220 *20
2

cth

2

Fx
x x

 
ω β βπ π × − + + ×

ω π β β ω ω 

 

( )2 *2*2 2 2
30

2 *2*230 1*30
22

cth

2

Dx
x xx

  
ω β  βπ π π × − + − − +

ω π   ββ β   ωω ω 

 

( )2 *2*2 2
10 10*

* 2*210*10
2

2
2 ch 1 cosech

22

Ex x
xx

 
 ω β    βπ τ π + − β − − ×     ω ω β π     ββ  ωω 

 

*2 2 2
20 20*

**2 *22 20*20
2 2

2
2 ch 1 cosech

22

x x
x xx

  
     βπ π τ π  × − + − β − −     ω ω β    β ββ  ω ωω  

 

( )2 *2 2 2

2 *23 *30
2

2

2

F

x x

 
ω β π π− − + +
π β β ω ω

 

 
* 2

30 30*
* *230

2

2
ch 1 cosech

2

x x
x


    βτ π  + − β −       ω ωβ       β
 ω 

. (П17) 

При 1 2 3 10 20 30, , 0; , , 0x x x x x x> <  получаем аналогичный ответ для 

1V , где вместо гиперболических функций присутствуют тригонометрические: 

2 0
2

0

cos2

nn

V
∞

=−∞

ν τ=
λ , 

1 2 3 10 20 30, , 0; , , 0,x x x x x x< >  

( )2 *2 2 2
10 *

2 4 2 **21 *10
2

1 2
2 ch 1

2

D x
V

x x

  
 ω β    π π τ = − + − β ×      ωω π β     β β ω ω
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( )2 *2* 2 2 2
10

2 *2*210 2 *20
22

cosech 2
2 2

Ex
x x x

 
ω β β π π π × − + × − + × ω π ββ β ωω  ω

 

( )2 *2* 2 2
20 20*

* 2*2 *220 3
2 2

2
ch 1 cosech

2

Fx x
x x

 
ω β     βτ π π× − β − + × − +      ω ωβ π     β β

 ω ω 

 

 
*2 2

30 30*
* *230*30

2

2
2 ch 1 cosech

22

x x
xx

 
    βπ τ π  + − β −      ω ω β      ββ   ωω 

.  (П18) 

При 1 2 3 10 20 30, , 0; , , 0x x x x x x> <  получаем аналогичный ответ для 

2,V  где гиперболические функции заменяются на тригонометрические. 
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